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时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型

非完整系统的 Ｌｉｅ对称性及其守恒量

林魏，朱建青
（苏州科技大学数理学院，江苏 苏州 ２１５００９）

摘　要：研究了时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的 Ｌｉｅ对称性及其守恒量。首先，给出了时间尺度上非
Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的运动微分方程；然后，基于微分方程在无限小变换下的不变性，得到了确定方程，给出
了非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统下的限制方程，进而建立了时间尺度上非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的Ｌｉｅ对称性及其守恒
量；最后，举例说明其结果的应用。
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　　对称性与守恒量的研究是近代分析力学发展的
一个重要方向。寻求守恒量的近代方法主要有两

种：一种是基于微分变分原理在无限小群变换下的

Ｎｏｅｔｈｅｒ理论；另一种是基于运动微分方程在无限
小变换群下的不变性的Ｌｉｅ理论。自Ｌｕｔｚｋｙ等［１］将

Ｌｉｅ对称性推广到了力学系统的研究中，已取得了
很多重要成果［２－９］。

１９８８年ＳｔｅｆａｎＨｉｌｇｅｒ提出了测度链上微积分理
论［１０－１２］，则将连续系统与离散系统的研究统一了

起来，使得动力学系统的研究更具一般性。近年

来，时间尺度上微积分理论的应用不仅扩展到了物

理学、最优控制、工程等领域［１３－１７］，还在动力学

系统的对称性与守恒量的研究中取得了一些重要的

成果［１８－２７］。然而，关于时间尺度上 Ｌｉｅ对称性及
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其守恒量的研究尚刚刚起步。本文将试图对时间尺

度上非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的 Ｌｉｅ对称性与守恒
量进行些研究。文章将基于时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ
型非完整系统的运动微分方程在群的无限小变换下

的不变性，建立时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系
统的Ｌｉｅ对称性的确定方程、结构方程以及该系统
下的守恒量形式。并通过算例说明其应用。

１　时间尺度上非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整
系统的运动方程

　　文中所涉及时间尺度上的微积分理论的定义及
其相关性质请参阅文献 ［１３］。

假设系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，２，
…，ｎ）来确定，系统的运动受时间尺度上ｇ个双面
理想非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束

ｆβ（ｔ，ｑ
σ，ｑΔ）＝０，（β＝１，２，…，ｇ） （１）

非完整约束 （１）加在虚位移δｑσｓ上的限制条件为
ｆβｓδｑ

σ
ｓ ＝０，（ｓ＝１，２，…，ｎ；β＝１，２，…，ｇ）（２）

时间尺度上Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑσ（ｔ），ｑΔ（ｔ）） （３）

则时间尺度上Ｌａｇｒａｎｇｅ非完整力学系统的微分方程
为

Δ
Δｔ
Ｌ
ｑΔｓ
－Ｌ
ｑσｓ

＝Ｑ″ｓ＋λβｆβｓ （４）

其中Ｑ″ｓ＝Ｑ″ｓ（ｔ，ｑσ，ｑΔ）为非势广义力，λβ为约束
乘子。假设系统非奇异，即

ｄｅｔ ２Ｌ
ｑΔｋΔｑΔ

( )
ｓ
≠０，（ｋ＝１，２，…，ｎ） （５）

方程 （４）可表示为
Δ
Δｔ
Ｌ
ｑΔｓ
－Ｌ
ｑσｓ

＝Ｑ″ｓ＋Λｓ （６）

其中

Λｓ＝Λｓ（ｔ，ｑσ，ｑΔ）＝λβ（ｔ，ｑ
σ，ｑΔ）ｆβｓ （７）

由系统的非奇异性，可由方程 （６）解得所有广义
加速度，记作

ｑΔΔｓ ＝ｇｓ（ｔ，ｑσ，ｑΔ），（ｓ＝１，２，…，ｎ）） （８）
称方程 （８）为与时间尺度上非完整力学系统 （１）
和 （４）与之相应的时间尺度上完整系统的运动方
程。

２　时间尺度上非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整
力学系统Ｌｉｅ对称性及其守恒量

　　考虑单参数Ｌｉｅ变换群的无限小变换
ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑσ）＋ｏ（ε），

ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑσ）＋ｏ（ε） （９）

其中ε为无限小参数，ξ０（ｔ，ｑσ），ξｓ（ｔ，ｑσ）是无限小
变换的生成元。

引入无限小生成元向量

Ｘ（０） ＝ξ０

ｔ
＋ξｓ


ｑσｓ

（１０）

它的一次扩展为

Ｘ（１） ＝Ｘ（０）＋（ξΔｓ －ｑΔｓξΔ０）

ｑΔｓ

（１１）

以及它的二次扩展为

Ｘ（２） ＝Ｘ（１）＋（ξΔΔｓ －ξΔΔ０ｑΔｓ －ξΔ０ｑΔΔｓ）

ｑΔΔｓ
（１２）

根据微分方程在无限小变换下的不变性理论知，方

程 （８）在无限小变换 （９）下的不变性表为
Ｘ（２）［ｑΔΔｓ －ｇｓ（ｔ，ｑσｋ，ｑΔｋ）］ｑΔΔｓ ＝αｓ

＝０ （１３）

它可表为

ξΔΔｓ －ξΔΔ０ｑΔｓ －ξΔ０ｇｓ＝Ｘ
（１）（ｇｓ）（ｓ＝１，２，…，ｎ）

（１４）
称方程 （１４）为方程 （８）的确定方程。

定义１　如果无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程 （１４），则称相应对称性为时间尺度上非Ｃｈｅｔａｅｖ
型非完整系统 （１），（４）相应的完整系统 （８）的
Ｌｉｅ对称性。

非完整约束方程 （１）在无限小变换 （９）下
的不变性归为如下限制方程

Ｘ（１）（ｆβ（ｔ，ｑ
σ，ｑΔ））＝０，（β＝１，２，…，ｇ）

（１５）
虚位移方程 （２）对无限小生成元 ξ０，ξｓ的限制表
为如下附加限制方程

ｆβｓ（ξ
σ
ｓ －ξσ０ｑΔσｓ）＝０ （１６）

　　定义２　如果无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程 （１４），以及限制方程 （１５），则称相应对称性
为时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的弱 Ｌｉｅ对
称性。

定义３　如果无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程 （１４），限制方程 （１５），以及附加限制方程
（１６），则称相应对称性为时间尺度上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型
非完整系统的强Ｌｉｅ对称性。

定理１　对于满足确定方程 （１４）和限制方程
（１５）的无限小生成元 ξ０，ξｓ，如果存在规范函数 Ｇ
＝Ｇ（ｔ，ｑσ，ｑΔ）满足结构方程

ＬξΔ０＋Ｘ
（１）（Ｌ）＋μ（ｔ）２Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）ξΔｓ ＋

（Ｑ″ｓ＋Λｓ）（ξσｓ －ｑΔσｓξσ０）＋ＧΔ ＝０ （１７）
以及限制条件 （２）成立，则非完整系统存在
Ｎｏｅｔｈｅｒ型的守恒量

Ｉ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＝３Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）ξｓ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＋

７７
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［Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）－３Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）ｑΔｓ －

１Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）μ（ｔ）］ξ０（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ

（１８）
　　证明

Δ
Δｔ
Ｉ＝Δ
Δｔ３
Ｌξｓ＋（３Ｌ＋μ（ｔ）

Δ
Δｔ３
Ｌ）ξΔｓ ＋

Δ
Δｔ
［Ｌ－３ＬｑΔｓ －μ（ｔ）１Ｌ］ξσ０ ＋

ξΔ０［Ｌ－３ＬｑΔｓ －μ（ｔ）１Ｌ］＋ＧΔ ＝
（２Ｌ＋Ｑ″ｓ＋Λｓ）ξｓ＋

［３Ｌ＋μ（ｔ）（２Ｌ＋Ｑ″ｓ＋Λｓ）］ξΔｓ ＋
［１Ｌ－（Ｑ″ｓ＋Λｓ）ｑΔσｓ］ξσ０ ＋

ＬξΔ０－３ＬｑΔｓξΔ０－１ＬξΔ０μ（ｔ）＋ＧΔ ＝
ＬξΔ０＋Ｘ

（１）（Ｌ）＋μ（ｔ）２Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）ξΔｓ ＋
（Ｑ″ｓ＋Λｓ）（ξσｓ －ｑΔσｓξσ０）＋ＧΔ ＝０

　　定理２　对于满足确定方程 （１４），限制方程
（１５）和附加限制方程 （１６）的无限小生成元 ξ０，

ξｓ，如果存在规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑσ，ｑΔ）满足结构方
程 （１７），则非完整系统存在形如 （１８）的强 Ｌｉｅ
对称性及其守恒量。

如果Ｔ＝Ｒ，则 σ（ｔ）＝ｔ，μ（ｔ）＝０，于是式
（２３）给出了经典的非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的 Ｌｉｅ
对称性的结构方程［６］

Ｌξ０＋Ｘ
（１）（Ｌ）＋（Ｑ″ｓ＋Λｓ）（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｇ＝０

（１９）
而守恒量 （２４）也成为经典的非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整
系统的Ｌｉｅ对称性的Ｎｏｅｔｈｅｒ型守恒量

Ｉ＝Ｌξ０＋３Ｌ（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ（２０）

３　算　例

定义时间尺度Ｔ＝｛２ｎ：ｎ∈Ｎ∪｛０｝｝，假设系
统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２（（ｑ
Δ
１）
２＋（ｑΔ２）

２）－ｑσ２ （２１）

所受的非完整约束为

ｆ＝ｑΔ２ｓ－ｔｑΔ１ｓ＝０ （２２）
为非Ｃｈｅｔａｅｖ型的，虚位移满足

δｑσ１ －δｑσ２ ＝０ （２３）
由方程 （４）得

ｑΔΔ１ ＝λ，ｑΔΔ２ ＝－λ－１ （２４）
再由方程 （２２）和方程 （２４）可得

λ＝－
１＋ｑΔ１ｓ
２ｔ＋１ （２５）

于是有

Λ１ ＝－Λ２ ＝－
１＋ｑΔ１ｓ
２ｔ＋１ （２６）

根据结构方程 （１７）和附加限制方程 （１６）可知
ＬξΔ０＋Ｘ

（１）（Ｌ）＋μ（ｔ）２Ｌ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）ξΔｓ ＋
（Ｑ″ｓ＋Λｓ）（ξσｓ －ｑΔσｓξσ０）＋ＧΔ ＝０ （２７）
（ξσ１ －ξσ０ｑΔσ１）－（ξσ２ －ξσ０ｑΔσ２）＝０ （２８）

对式 （２７） －（２８）进行求解
ξ０ ＝０，ξ１ ＝ｔ，ξ２ ＝ｔ，Ｇ＝ｔ

２－ｑΔ１ｓ－ｑΔ２ｓ（２９）
因此由方程 （１８）可知守恒量为

Ｉ＝ｔ２－ｑΔ１ｓ－ｑΔ２ｓ＋ｔｑΔΔ１ ＋ｔｑΔΔ２ （３０）
如果Ｔ＝Ｒ，σ（ｔ）＝ｔ，μ（ｔ）＝０时，由式 （２０）
知，系统有如下守恒量

Ｉ＝ｑ１ｔ＋ｑ２ｔ＋
１
２ｔ
２－ｑ１－ｑ２ （３１）

４　结　论
研究了时间尺度上动力系统的对称性，可有效

地将连续系统与离散系统统一起来。本文则通过微

分方程在无限小变换下的不变性，建立了时间尺度

上非 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的 Ｌｉｅ对称性，给出了
其存在的限制条件，最终得到守恒量。本文研究结

果更具普遍性，当约束条件为ｆβｓ＝
ｆβ
ｑΔｓ
时本文研究

结果可退化为时间尺度上 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的
Ｌｉｅ对称性。最后，该文思想将进一步推广到时间
尺度上约束力学系统的Ｌｉｅ对称性所导致的Ｈｏｊｍａｎ
守恒量的研究上。
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